
″,y,z:直交座標,χ 軸は回転だ円体介在物あるいは空

げきの回転軸と一致し,π 軸・y軸は回転だ円体の

赤道面内にあってτνz=0に なるようにとる (図

1).

σ″,συ,σ z,τα
"τ
υz'τZα :α ,ノ ,χ 座標における無限遠で

の一様な応力,ただし,τνz=0(応力は引張り側を

正とする)

″,ュ θ:直交座標,z軸は同じで,ゴ ,y′ は回転だ円体
の赤道面内でτα′υ′=0になるようにとったもの, θ

はノ軸の″軸に対する角度 (図 2).

σ,τ,σπ,σα:無限遠における一様な応力, σ≡σz,τ =
τzI, σπ=(σュ

′
+σノ)/2=(σ.+σν)/2,σd=(σメーσノ)

/2.

s:介在物あるいは空げきの形状係数,扁平回転だ円体の

長径の短径に対する比,だ円体を(″2/α12)+(y2ん 22)

1970年 7月 29日  受付
* 工業技術院地質調査所
** GeOlogical Survey of Japan

仁
*

+(χ12ん32)=1と すれば,αl=α2≧α3で S=αlん 3・
ν,G,E,7〆 媒体のポアソン比, 岡J性率, ヤング率,
理想引張り強度

K′,α :介在物の体積弾性率,剛性率.
α,β,7:痛平回転だ円体座標,付 2式参照.,′ =γ―θ.
σ
“
σβ,σγ,ταβ,τβγ,τγα:介在物のまわ りの各場所にお

ける応力成分.

●2,陽,碑 :介在物のまわりの各場所における変位.

σノ,σノ,σメ,τイ,τνメ,τzノ :介在物内部の応力.

g,σ ,夕,F,た,0:補助関数,付 3式参照.

90,た。,00:上記補助関数の介在物あるいは空げき壁に

おける値

90=1/ys2_1■ 1/s(s》 1の場合),

み。2=1/(902+p2)

α,ら,Dl,D4:補助係数,α,ら は (4)式参照,Dl,D4は

(2)式あるいは付8,付 31式参照.

σl,σ 2,σ3:無限遠における主応力σl≧σ2≧σ3,主応力座

標系に対するz軸の方向余弦を (′,″,π)と する。

介 在 物 か ら の 割 れ 日 の 発 生 条 件

I。 やわらかい介在物および空げきの場合

Jヽ   出

COnditiOn fOr Fracture Formation frOIn lnclusiOn

I. Soft lnclusion and Pore

Hitoshi KoIDE**

The condition fOr fracture initiation from a sOft indusion and pore is discussed  The exact

s01ution of the distributions of elastic stress and dお Placement around and in an Oblate spheroidal

inclusion Or pore is obtained under the cOndition that the state of stres is unifOrm but arbitrary

at ininity. It is assumed that the fracture occurs、 zhere the local maxiェ nunl tensile stress reaches

the ideal tensile strength of the material.

The thinner is the oblate spheroidal inclusion or pore, the higher is the stress cOncentration

at the interface. The criterion fOr the fOrmation of fracture from a penny shaped sOft inclusiOn

or pore is very silnilar to that of the two_dilnensiOnal Grilnth's theory in spite Of the difference

of coemcients. ■Inder high applied compression, the fracture will start favOrably from an incom・

presible inclusion which is weak under shear. Under a tension,hOwever,the fracture will orlglnate

most easily from a porous crack. The normal stress and shearing stress in a penny shaped sOft

inclusion are allnost equal or less than those applied by the external fOrce, respectively

口万記
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1. は じ め  :こ

材料中の介在物が割れ日の発生源になることが多数の

研究者によって指摘されている1～7)Meakinと Petch8)

によれば,結晶粒界に大きなうすいフィルム状の介在
物が存在し, その ような粒界のやわらかい部分への変

形の集中により割れ目が発生する.介在物や結晶粒界は
グリフィス・クラックのような役害Jを する可能性があ

る9).扁長回転だ円体型の介在物 に よる応 力集中は

Edwardsl。)に よってもとめられている それによると,
やわらかい介在物による応力集中は非常に鋭い針状の介

在物の場合に大きいが,それでも加えられた巨視的応力
のたかだか 3倍程度の応力集中しか生じない しかし,
うすい円板状の介在物を考えると,針状の介在物よりは

るかに大きい応力集中がおこる可能性がある。

この論文ではまず無限にひろがった媒体中に弾性係数

が異なる扁平回転だ円体状の介在物が 1個 あり,媒体・

介在物はそれぞれ弾性的かつ等方等質で,境界ではたが
いに完全に結合していると仮定し, このような媒体が無

限遠で任意の一様な応力をうける場合の介在物の周囲お

よび内部の応力・変位の分布をもとめる (付録参照).

十分に大きな材料中にたがいにはなれて介在物が分布し

ていれば,こ の材料に巨視的には一様な応力が加わって

いる場合の介在物の付近における応力・変位の分布は上

記の解で近似できる とくに応力集中が大きくなるのは
非常に扁平な場合であるので,介在物の形状を扁平回転

だ円体と仮定しても,応力集中に関しては実際と大きな

相異はないであろう この論文では上記の仮定にもとづ
く解を用いて,介在物による応力集中によって害」れ日が

生じる条件を論じる

Grittthの 破壊条件には第 1に エネルギー論的見地に

よるもの11)と ,第 2に欠かんのまわりの応力集中によっ

て生じる局部的な高い引張り応力が材料の理想引張り強

度に達した時に害Jれ 目が生じるとしたもの12)と がぁる。

第 2の割れ日の条件は介在物による応力集中の場合にも

そのまま適用できる 破壊条件は塑性などを考慮した修
正も提案されているが13), ここでは臨界応力としてもっ

とも簡単で基本的な材料の理想引張り強度を用いる.

介在物は媒体よりやわらかい (弾性係数が小さい)場

合とかたい (弾性係数が大きい)場合とがあるが, こ
の論文ではまずやわらかい (弾性係数が小さい)場合を

扱かう 非常にやわらかい介在物はグリフィス・クラッ
クに似た効果があることを示す.極度に介在物がやわら

かくなって,剛性率と体積弾性率を0と した場合 3次元

のグリフィス理論がえられる

Fig。 1 Oblate spheroidal penny― shaped inclusion

and co_ordinate system (χ,y,2).

x,/`d

Fig.2 Relation between the α′,ν
′ axes and

″,ν axes

2.やわらかい円板状介在物による応力集中

無限遠で一定応力が作用している場合の扁平回転だ円

体介在物のまわりの応力は付録で求められている。この

解はきわめて複雑である しかし,割れ日の発生に関し
ては,高い応力集中が生じる場合だけが問題になる.応

力集中は球に近い場合よりも,非常に扁平な場合のほう

が大きいと考えられる。したがって,形状係数 sが非常

に大きい場合 (90≒ 1/s=α3/α l《 1)を考えればいよ。ま

た,介在物・空げきのまわりの媒体中の応力集中は介在

物・空げき壁でもっとも大きいと思われる.非常に扁平

な介在物・空げき壁では 9=90《 1となるので,9およ
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勁 =   σ―
等

¨ ∝ γ

+← 害 )Qい窄[… 2

び 90の高次の項は省略できる.た とえば 0二〇0=1-
90COt 190■ 1-π90/2と なる またここでは媒体よりや
わらかい介在物を扱うので,K′ /C,α/Gのかかる項は

比較的小さい.

非常に扁平な回転だ円体型 (すなわち円板状)のやわ

らかい介在物ないし空げきがある場合の介在物壁におけ

る媒体中の応力は次式のようになる (以後本文中の式は

ほとんど近似式なので,簡単のため≒のかわりに=をつ

かう).

1/90のオーダーまで大きくなる 90お よび´が4ヽさい

場合は,(1)式でσおよびτの係数はきわめて大きく
なる.しかし,σz,σこの係数は小さい したがって,介
在物ないし空げきに平行な面内で10」く巨視的応力成分は

高い応力集中の原因にはならない 害1れ 日発生を論じる
場合,σπ,σαは通常無視してもよいことがわかる

害Jれ 日の発生については,高い応力集中のみを考えれ

ばよいので,介在物壁での応力は夕が小さい範囲で成り

たつ簡単な次式を考えればよい (多■1)

σβ=ぁら02902σ
_ιみ029ψτcoS γ

σγ=ναみ02902σ
_νιん。
29ψτcoSγ

b=午 励⑭

…

(3)

ただし,

α=8レπ⑭+4α め÷+∴昇Qの 1姜 }
ら=810-のπの+40-の 1子1

(5)

において ,

%いの =:Cσ ttV〆♂十′′)(6)

したがって, 応力集中の大きさは係数α,ら によって

きまる。図3の ように, 90≒ 1/sが無限小になれば,空

げきではα,ら が無限大になるが, 介在物の場合は弾性

係数の比によってきまる一定値に近づく。

最小値 (最大の圧縮の応力集中)も 同様にして,

σβ(min)=÷ (ασ―ヾα2σ2+ら 2τ2)  (7)

γキ0の場合,すなわちχ軸 ″軸面内以外での応力集

げ    σ―
字

∞ v

+←―浄 ぬうにいη+卜十 4)

τβγは sin γ=± 1の とき (2軸 ,y軸できまる面内)最
大で, sin γ=0の とき (χ 軸,″ 軸できまる面内)には
0になる ″軸は円板面に働らく巨視的剪断応力τの方
向にとってあるので, τβγはτとは直角の方向 (ノ 軸方

向)の介在物の先端 (図 1,B点)付近で大きく,逆に
τの方向 (″ 軸方向)ではτβγは 0になる

巨視的剪断応力τをふくむ面内のみを考えれば,近似

的には,σ 3σγを主応力と考えてよい (3)式よりσγ=
νσβであり,ポアソン比ンは1/2以下であるので,σβの

みを考えればよい この論文では,割れ日は応力集中に
よって生じる局部的な最大引張り応力が材料の理想強度

に達すると割れ目が生じると仮定しているので, σβの

最大値をもとめる (応力は引張り側を正とする)条 件
∂σβ/シ =0をみたすような夕の値をもとめると, 最大
値は,

-4ν磁 0290212ν・
掃

Dl

(1)

|

|

(2)

やわらかい介在物では,介在物壁に平行な面内の応力

成分σβ,σ″τ衡が大きく,他の応力成分は小さいこと
がわかる σ,τ ,σα,σπは無限遠における一様応力で,

σ≡σzは円板状介在物の軸にそう応力成分, τ≡τz″ は円

板に平行な面上に働く剪断応力成分である (τ zν=0にな
るように″軸・夕軸をきめる).すなわち, 巨視的には
ほぼ一様な応力場にある媒体中に小さな円板状介在物

がある場合,円板に平行な面上に作用する巨視的応力の

垂直成分をσ=σろ接線成分をτと考えることができ

る.σπ=(σメ十σノ)/2,σα=(σメーσノ)/2は円板に平行な

面内で働く巨視的応力の成分である た。2=1/(902+p2)
であり,p=sin βは1か ら-1ま で変化するので,pが
1に近い場合はみ0は小さいが,pが 0に近ずくとん。は

γ̈=7れ ル d叫―λψQ dn η

他の応力成分は小さい。

ただし,

⑭Dl=2π⑭+40の÷+豊鼎Cの受|
+,(3-4ν )π90手

(1-{井 )gOn=2升πの+2(1-ν)=

(70)
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中の評価も同様にしてできるが,円板状と仮定すれば結

局χ軸―″軸面内の応力集中がもっとも大きい しか
し,介在物は必らずしも円板状ではなく,たとえば, う

すいだ円板状の介在物を考えると,応力方向との関係に

よっては剪断応力τと直角の方向で応力集中が最大にな

ることも考えられる。円板状の場合にも,剪断応力τの

方向に割れ目が発生すると,つづいて介在物端の他の方

向へも割れ日の拡大が起きると思われる.しかし,害」れ

日の発生のみを問題にする場合には,剪断応力τの方向

の応力集中 (6)式のみによって論 じても大きな誤りは

ないと考えられるので,他の方向での応力集中について

は省略する。

3 やわらかい円板状介在物からの割れ目の
発生条件

ゃわらかい円板状介在物のまわりに発生する最大の引

張り応力は式 (6)にもとめられている Grimthの簡

単な破壊条件によれば,局部的な最大引張り応力が材料

の理想強度に達すると割れ目が発生する.材料の理想強

度を Tπ とする (6)式でσβ(m ax)=7η とおけば,や

q0

Fig. 3 Variation of the coettcients of stress con―

centration for the normal stress―α―and

for the shearing Stress ―ι/2- 、zith the

factor of flatness 90 -ratio of thickness tO

the lepgth― of an penny― shaped inclusion

and pore. P and G denote the coemclents

for the pore and for the inclusion of
graphite in a cast iron,respectively

わらかい円板状介在物での割れ日の発生条件は次式のよ

うになる.

ただし,α ,ら は式 (4)であたえられる。

σ,τ はそれぞれ円板状介在物の面に作用する巨視的な

垂直応力と接線応力である 主応力をσl,σ 2,σ 3と し,
主応力座標系に対する円板状介在物の法線の方向余弦を

(ι ,722,4)と すれば, σ=σ lι2+σ 2η多2+σ 3″ 2,τ 2=の 2ι2+

σ22″2+σ 32π2_σ2でぁる.(8)式はグリフィス理論 (2
次元のだ円型空げきの場合14))と 同じように,放物線型

のモーアの限界曲線とみることができる (図 4)

Fig. 4 Col・ ditions for fracture initiation from

the edges Of a penny‐ shaped pore(90=
0.034)― P and of a penny― shaped gra_
phite inclusion(の =001)― G― in a cast
iron al■d1/10hr's stress circle.

介在物の体積弾性率と剛性率がきわめて小さくなり,

K′ =α =0の場合を考えると,(4)式から,α =4/π90≒
4s/π ,ι =8/(2-ν )πg。■8s/(2-ν )π (ただしsは形状係

数,s■ 1/90)と なる.(8)式にこれを代入すると, 次
の円板状空げきの拡大の条件がえられる.

r=(2ν )πЪ/1-ザキσ  (9)
これは 3次元におけるグリフィス理論の破壊条件式と

みることができる.グ リフィス理論では,巨視的にみれ
ば材料中には, あらゆる方向の空げきが存在するとし

ているので, モーアの応力円が (9)式で示される限界

曲線に接すれば,ただちにもっとも応力集中の高くなる

方向の空げきから割れ目が発生すると考える.また,空

げきが拡大しはじめれば,それは不安定になってただち

に大きな害」れロヘ拡大して,巨視的な破壊をひきおこす

とする 巨視的引張り強度 TOは (9)式からTO=莉%/
4sと なるので, 3次元のグリフィス理論は次のように

かける.

τ2=(2-ν)2Tb(70-σ ) (10)

2次元のグリフィス理論とは(10)式の係数 (2-ν )2を

4と おきかえると同じになる。しかし, 2次元のグリフ

ィス理論では TO=Z″2sになるので,(10)の 式より
圧縮力があまり大きくない場合は拡大しやすいことにな

る。(10)式 がうすい扁平回転だ円体 (円板状)の空げ

きの拡大条件であるのに対して, 2次元グリフィス理論

は 3次元では無限に長いだ円柱状の空げきの拡大条件に

相当すると考えることができるので,圧力が小さい範囲
τ=′ル/1看σ

(71)

G
b/2

Tm/a

2Tm/b

Koide
長方形

Koide
長方形
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では,当然応力集中は長いだ円柱の方が大きいためであ

る.しかし, 3次元では無限に長いだ円柱状の空隙の存

在は考えにくいので,(9)式ないし (10)式 を用いる方
が適当であろう 3次元の場合も, 中間応力σ2の影響
がほとんどないことが (10)式よりわかる (図 4)。 こ

れは中間応力が破壊に影響するという三軸圧縮実験の結

果に反する15).グ リフィス理論の前記の付ずい的な2つ

の仮定に問題があると考えられる すなわち,臨界状態
にある空隙ないし介在物が必らずしもあらゆる方向をも

って存在するとは限らない。また,拡大しはじめた空隙
がそのまま巨視的な割れ日に拡大するという仮定は,非

常にぜい性的な材料が引張り応力の下におかれている場

合には適当であっても,圧縮応力下では成立しないこと

が指摘されている16)(8)式 および (9)式は個々の介

在物ないし空隙からの微小割れ日の発生条件としてのみ

扱い,一応それを含む材料全体の破壊条件とは切りはな

して考えるべきである

介在物が流体の場合には,α =0であるので,(4)式
からα=8/{2π /s+4(1-ν )0(/C,)},ら =8s/(2-ν )π と

なり,

(11)

この割れ目の発生条件は,内部の流体が外へはまった

くもれない場合になり立つ.

介在物がきわめてうすくなると 90■ 1/sは 0に近づく

ので, α→2G/(1-ν )(K′ +(4/3)G′ ),ι→2G/(1-ν )G′

となり, 応力集中による局部的な引張り応力σβ(max)

は一定値に近づく.したがってきわめてうすい介在物か

らの割れ日の発生条件はつぎの式に近づく.

工粋77ボ顕
(12)

空げきの場合はきわめて扁平になって, sが無限大に

なるとすれば,応力集中係数も無限大になるという困難
がある しかし,介在物の場合は一定値に近づくので ,
このような困難はない

4.円板状介在物内部の応力

回転だ円体介在物内部の応力は付録の解からわかるよ

うに,一様である.介在物がうすい円板状であれば,内
部の応力はつぎのようになる.

σノ=♀σd+そお鍔締σπ   l

D190

げ=← 等〉
2-ν

2  
πgO

lτ25yη O+ズ1の

=τ』ν==τνz ==0

(13)

巨視的応力の介在物に平行な面内の成分 σa,σπは ,

やわらかい介在物の場合は, C,K′ が小さいので, 介

在物内部の応力にあまり大きな影響はあたえない.非常
に扁平な介在物の場合 σメ≒σ.τ zメ≒τとなる やわら
かい介在物の場合は内部に発生する応力は,外から加わ

る巨視的応力より小さい。しかし,非常に扁平な円板状

介在物の場合は,内部に発生する円板面へ垂直な応力と

その面にそう剪断応力は外部から加わる巨視的応力には

ぼ等しくなる.

やわらかい介在物内部の応力はたかだか外力と同じ程

度であるから,介在物壁で媒体中に生じる高い応力集中

にくらべるとはるかに小さい しかし,介在物がきわめ
て弱い場合には,介在物内部の破壊が先におこる可能性

はある.円板状介在物に垂直な高い引張り応力が加わる

場合は,介在物内部あるいはとくに介在物壁の介在物と

媒体の結合部がはなれる可能性が大きい。この場合引張

り応力に対しては介在物としてより,空隙と同じように

なる。すなわち K′ =α =0と 同じにな り,(9)式を適
用できる.

圧縮応力のもとでは,介在物内部にも圧縮応力しか発

生しないので,引張り応力による害」れ目はできない.し

かし,剪断応力τが十分に大きい時は,介在物内部にも

破壊が発生する可能性がある。とくに介在物が剪断力に

よわい場合は,介在物内部に塑性変形がおこる可能性が

ある.介在物内部の塑性応力をτノ とおけば, 介在物

内での最大せん断応力はτ,メ 以上にはならない。 (13)

式は弾性的と仮定してもとめた解であるが,か りに見か

け上 G′ が非常に小さく, つぎのような値をとるとす

る .

岳=者寺寺   Cの
αが上記の値をとると,τzメ =τノとなる.G′ は非常

( 72 )
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に小さいので,σノ≒σノ≒σメである。したがって, この

扁平回転だ円体介在物の場合の弾性解を介在物が塑性的

になる場合まで拡張して使ってもよいであろ う α が
見かけ上 (14)式の値をとるので,介在物内が塑性的に

なった場合,(4)式 より,

レ=齢
  

αD

介在物が非常に扁平であれば,α≒2G/(1-ν )K′ であ

るので,流体の介在物 (体積弾性率 K′)に τ―τノの巨

視的剪断応力が加わった場合と同じになる.したがっ
て,(11)式 より,塑性介在物端の害」れ目発生条件は,

τ=τノ+響 /1 {π/s+2(1-ν )K′ /G}7跳
(16)

5 考   察

やわらかい円板状介在物 (う すい扁平回転だ円体)な

いし空隙による応力集中は (6)式に求められている。

(6)式から応力集中の大きさは係数α,ら の大きさに関

係することがわかる。鋳鉄中の円板状空隙および黒鉛介

在物の扁平度と応力集中に関する係数α,ι /2の大きさ

との関係を Fig 3に示 t´た ここで鋳鉄の弾性係数をν
=03,G=5,0001cg/mm2と し,黒鉛結晶の弾性係数18)

は方向によって異なるが,も っとも弱い値をとって G′ =
230kg/mm2,K′ =4,0001cg/mm2と ぉぃた Fig 3から

わかるように空隙の場合も介在物の場合も90が小さく

なるほどすなわち扁平になるほど,α,ι /2の値が大きく

なる しかし,同 じ扁平度の場合空隙の場合の方が大き
い 式 (4)か らわかるように, 介在物の場合はその介
在P/」の実際の扁平度 90よ り,ら の場合は,4(1-ν )G′ /

(2-ν )πG,α の場合は 2(1-ν ){K′十(4/3)G′ }/πGだけ
大きな90の値をもった空隙のら,α の値とそれぞれ同じ

になる

材料の理想引張り強度 T%は Orowanに よれば17),

L=/子,P    (17)
ただし, この式では, γ:表面エネルギー, αO:原子

間距離である.通 常の材料では T%■ E/10程度であ
る4).

鋳鉄の理想引張 り強度を Tz≒ E/10≒ 1,000kg/mm2

とすれば,(8)式 より鋳鉄中の円板状空隙あるいは黒鉛

介在物からの割れ目の発生条件がもとめられる.た とえ

tボ 90=o olの 扁平な円板状黒鉛介在物からの害」れ目の

発生条件(G)と 90=0034の 円板状空隙の拡大条件 (D
を Fig 4に示した。 もし, これ以上扁平な黒鉛介在物

をもつ材料に,主応力σl,σ 2,σ 3で あ らわされるような

巨視的応力が加わっていて, 応力円σl―σ3が割れ目の

発生条件を示す曲線 (G)に接するかあるいはこえてい

る場合は黒鉛介在物から害」れ目が発生する可能性があ

る.90=0.01の黒鉛介在物と 90=0.034の 空隙とはほ
ぼ同じι/2の 値をもっているので,垂直応力σ=0の と
きはほぼ同じ剪断応力τで害」れ日が生じる しかし,介
在物の場合は Fig 3か らわかるように, 空隙の場合よ

りαの値がずっとイヽさい。 これは体積変化をしにくい

ためである。αの値が小さいために,応力集中への垂直
応力の影響が小さい。したがって割れ日の発生への垂直

応力の影響も小さくなり,限界曲線は同じ放物線である

が空隙の場合よりずっと扁平になる (Fig 4).そ の結

果,一般に引張り応力下では空隙の拡大の方がおこりや

すいが,圧縮応力が大きくなるとむしろ介在物から割れ

目が生じやすくなってくる

介在物の場合は応力集中係数は無限大に発散しない

鋳鉄中の黒鉛介在物では 90→0の ときα→33, ι/2→
3105と なる (Fig 3).したがって,次式であらわされ

るより小さい剪断応力・垂直応力のもとでは黒鉛介在物

から害Jれ 目が発生しない. 
｀

τ=ガ可   Cの
一方,空隙の場合は,も しきわめて扁平な空隙が存在

すれば,応力集中はいくらでも大きくなりうるので,わ

ずかな応力下でも割れ日が発生する可能性がある。しか

し,空隙の幅は原子間距離以下にはなりえない。空隙の

幅が原子間距離に近づけば,原子間引力が無視できない

ので,む しろ介在物に近くなるだろう。また,と くに金

属中では,安定に存在しうる扁平な空隙の長さは小さい

ので19),割れ日発生の可能性は空隙からよりむしろ介在

物からの方が大きくなる

黒鉛のひげ結品の引張り強度は 2,470kg/mm2ぐ らい

である20).非常に扁平な介在物でも内部に発生する応力

はたかだか外力と同程度なので (式 13), もし黒鉛介在

物がひげ結品のように完全に近ければ内部に割れ目が発

生する可能性はほとんどない。しかし,通常の黒鉛の巨

視的な引張り強度は 2 kg/mm程度である21)も し黒鉛

介在物がこの程度の強度であれば,明 らかに引張り応力

下では介在物内部に先に割れ目ができる。この場合,黒

鉛介在物は引張り応力下では空隙に近い効果をもつだろ

う 一方, 圧縮に対しては, 植村21)に よれば黒鉛の圧
縮強度もせいぜい 10kg/mm2以下なのでやは り圧壊す

ると思われ,粉体のように容積変化の少ない流動体とし

て介在することになろう この場合は (16)式 が適用で

きると思われる

Fig 3,F尊 4,(18)式 においては,黒鉛介在物の弾

性係数として黒鉛単結晶の弾性係数をもとにしている.
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したがって,実際の黒鉛介在物の見かけの弾性係数はよ

り小さいものになるだろう。黒鉛介在物の見かけの弾性

係数 強度は単結晶としての値よりはかなり小さいであ
ろう しかし,多結晶体の黒鉛の巨視的な弾性係数 。強
度を用いることにも疑間がある また介在物と媒体との
結合強度,残留応力も問題がある 介在物としての見か
けの弾性係数 強度 媒体との結合強度は実験によって
求めなければ,正確な値を知ることはできない.

ここでは鋳鉄中の黒鉛介在物を例として考察した 鋳
鉄の強度は通常数 101cg/mm2程 度であるから, 黒鉛介

在物がたとえ非常に欠陥の少ない単結晶に近いものであ

っても (18)式 から, 割れ 目発生の原因になりうる

(6)式 と (4)式からわかるように, 介在物の剛性率と

媒体の剛性率との比 α/Gが小さいほど,介在物による

応力集中は大きくなる 黒鉛結晶は方向によって剪断に
きわめて弱いために高い応力集中を生じる。他のより剪

断に強い物質が介在物として存在しても,黒鉛ほどの効

果はない。しかし,介在物内部に欠陥があると見かけ上

C,K′ が小さくなり さらに, 結晶粒界 すべり帯な
どの欠陥も,周 囲の完全な結品の部分とは見かけ上異な

る性質をもつので一種の介在物と考えることが出来る.

したがって結晶の欠陥なども広義の介在物としてとりあ

つかうことができると思われる.

この論文では介在物端における微小割れ目の発生と,

介在物内部における割れ日の発生を論じた 材料全体が
破壊するには,介在物から発した害」れ目が巨視的な割れ

ロヘと生長する必要がある。引張り応力下では Fig 4で

もわかるように,介在物より空隙の方が不安定である.

引張り応力のもとでは介在物内にも害Jれ 目が発生すれ

ば,介在物は空隙として作用し,割れ目の拡大がさらに
つづけておこる したがって,引張り応力下では通常は介

在物からの害」れ日も巨視的な割れ日へ生長し,材料全体
の破壊にみちびくだろう_しかし,圧縮応力下では,空
隙は介在物より不安定であるとはかぎらない 介在物端
に割れ目が発生するか, 介在物内に塑性流動がおきて

も,介在物の粘着力がうしなわれなければ巨視的な割れ

目にはただちにはならない 介在物端に割れ目が発生し
て応力集中をかんわすれば,かえって安定化するだろう

この場合は介在物端よりの微小害」れ日の発生がただちに

材料全体の破壊に結びつかない 圧縮応力下では微小害J
れ目が多数発生し,集積・干渉しあって材料全体の破壊

にみちびくことが考えられる22)

6.結   論

無限遠において任意一様応力をうける媒体中の扁平回

転だ円体型の介在物のまわりおよび内部の応力の弾性解

から,やわらかい介在物あるいは空隙からの害Jれ 日の発

生を論じた。

(1)円板状 (扁平な回転だ円体)の媒体より弾性的
にやわらかい介在物あるいは空隙端に生じる最大の引張

りの応力集中は近似的に (ασttV′σ
2+ι 2τ2)/2で ある

(6式)こ こでσ,τ はそれぞれ無限遠における円板面に
対する垂直応力, 剪断応力である 係数α,ら は空隙な
いし介在物が扁平になるほど大きくなる.同 じ扁平度で

は媒体の剛性率にくらべて介在物の剛性率が小さくなる

ほどわが大きくなり,介在物の体積弾性率と剛性率が小

さくなるほどαが大きくなる (4式)介 在物がきわめ
て扁平になる とα→2G/(1-ν){K′十(4/3)Gり ,ι→2G/

(1-ν )G′ にちかづく 圧縮されにくい介在物では垂直
応力σの応力集中への影響が小さい

(2)局部的な引張りの応力集中が材料の理想強度
7%に達すると割れ目が発生するとすれば, 円板状のや

わらかい介在物端ないし空隙端から割れ目が発生する条

件は (8)式で表わされ, モーアの応力図一一 (σ ,τ)座

標一―上でσ=Tηた,τ =0の点を頂点とし, σ=0,τ =
2Tがらの点をとおる放物線である (Fig 4).σ>0(引

張り)の場合はα,ι が大きいほど割れ 目が発生しやす

く,σ<0(圧縮)の場合はιが大きくてαが小さいほ
ど害」れ目が発生しやすい 一般に介在物は圧縮されにく
いので害Jれ 日の発生条件は空隙の場合より,扁平な放物

線になる 引張り応力下では空隙から害Jれ 目が発生しや
すく,高い圧縮応力下になるほど圧縮されにくく剪断に

弱い介在物 (た とえば黒鉛介在物や粒界の弱い部分)か
ら割れ日が発生 しやすい 介在物が十分に扁平になれ
ば,割れ日の発生条件は扁平度に関係なく (12)式で表

わされ,流体の介在物は (11)式で表わされる

(3)やわらかい円板状介在物の内部には,それぞれ
外部の巨視的垂直応力σ,剪断応力τとたかだか同程度
の垂直応力と剪断応力しか生じない。内部に誘起される

応力は外壁に発生する応力集中にくらべるとはるかに小

さいが,介在物と外壁との結合状態あるいは介在物内の

欠かんによっては介在物内部の破壊が先におこる可能性

がある 介在物内部が破壊すれば,引張り応力下では空
隙の場合に帰着すると思われる 圧縮下で塑性流動がお
きた場合は (16)式が適用される.

媒体より弾性的にかたい介在物,残留応力の影響,巨

視的な破壊については後の論文にゆずる

扁平回転だ円体介在物あるいは空隙のまわりおよび内

部の応力・変位

無限にひろがった均質な媒体中に 1つの扁平回転だ円

録付
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体の形をした介在物ないし空隙があり,媒体と介在物と

は弾性的であるが,たがいに弾性係数が異なり,境界で

はたがいに完全に付着しているとする。この媒体に無限

遠方で一様な任意の応力が加わっている場合の応力 変
位の分布をもとめる この問題は,介在物ないし空隙が
扁長回転だ円体の場合には Edwards10)に よってとかれ

ている 扁平回転だ円体の場合の解は扁長の解から変数
変換によっても求められる19).しかし,扁平の場合の方
が応力集中係数が大 きいので, 応用上からは重要であ

る また, Edwardsの解は必らずしも利用のために都
合のよい形をしていないので, ここに扁平回転だ円体介

在物がある場合の解をしめす。利用に便利 な ように

Edwardsの 解とは表現をかなり変えてある 主な相違
は,介在物の弾性係数としてポアソン比と剛性率のかわ

りに体積弾性率と岡」性率であらわしてあり (媒体の弾性

係数はポアソン比と岡U性率であらわす これは通常の材
料ではポアソン比は限られた値をとるが,介在物では非

常に多様な値を持つことが予想されるため), 基本的な

補助変数として cosh αのかわりに,9=sinhα を用いた

ことである 介在物内部の解は Edwardsには完全には
与えられてなく,係数の一部に誤りがある

三次元弾性論では解は一般につぎのような形で表わす

ことができる23).

ιl=券 grad 9

ιら==:;rot[0, 0, θ]

島=券釦λ[QQ等ス]
ただし, ∠9=∠θ=Zス =0とする。

扁平回転だ円体座標をつぎのようにとる

(付 1)

α=COSh α・COs β・cOS γ

ツ=COSh α・COs βosin r

z=sinh α・sin β

(付 2)

9,θ ,ス は調和関数であるか ら, 扁平回転だ円体座標

で変数分離され,ルジャンドルの関数と陪関数で表わさ

れる これを境界条件にあわせてとく 解法は扁長回転
だ円体の場合と原則的には同一なので省略し,結果のみ

を示す

補助関数をつぎのようにとる.

境界における連続の条件である 介在物と媒体とは完全
に結合しているか ら, 境界上 (9=90)で 次の条件が満

足されなくてはならない (介在物内部の変位と応力はグ

ッシュをつけて示す).

1片
'τ

FτF″
′
:ぷ

′
囃
句
1鮒 4)

無限遠における一様な応力は (σ E,σ
"σ
z,τ″
"τ
υz,τzE)

で表わされる ここで z軸 は回転だ円体介在物の軸と
一致するようにとるが, ″軸・ッ軸はその赤道面内で

`υ
τ=0と なるようにとることができる (Fig l)ま た,

σωt σノ,τ″ノは回転だ円体介在物の赤道面内でτガ=0
になるように座標をとり,″

′
軸・プ軸とする ″′軸・

ノ軸は前記のようにとった″軸・ッ軸とは, 一般に一

致しないので, ″
′
軸の″軸に対する角度をθとする

(Fig 2)介在物がうすい円板状になると, σz,τz』 はそ

れぞれ無限遠で介在物と同方向の面に作用する垂直応力

成分,接線応力成分と考えることができる.応力を, こ
こではσ=σz, τ=τ z″ , σm=(σノ+σノ)/2=(σ』+σν)/2,

σα≡(σメーσノ)/2の 4応力成分で表わす.境界条件は4
つの場合,(1)σ″=σν=1(σπ=1),他は0,(2)σメ=
一σノ=1(σα=1),他は0,(3)σz=1(σ =1),他は0,

(4)τ z』 =1(τ =1),他は0, について解けばよい。一

般の場合の解 Pは ,(1),(2),(3),(4)の各場合の解を
それぞれPl,ら,P3,P4と すれば,次のような式でえら
れる.

P=σπPlttσαP2(/=7~θ )+σP3+西L(γ)(付 5)
上式の解は変位 しF的 助 ,鴫 ,応力σα,σP σ″ταβ

'

ταγ,τβγについて, それぞれもとめられる。 各解 Pl,

ら,P3,P4は各応力成分について, 下記のようにもとめ

らヤじる

(1)Pl:σα=σν=1(σπ=1), 他の無限遠における
応力成分は 0の場合

ク=Sin β,F=COS β=士 Vl―夕
2

9=sinh α,σ=COSh α=Vl+92
ん2=1/(92+´ 2),o=1-9cot 19

(以下の解を扁長回転だ円体の場合になおすためには,

9→一グσ,σ→一″9と変換すればよい).

境界条件は無限遠における応力状態と介在物と媒体の

仇~愛
蓮T下 [(1~ν )~(1+νン

2]

―÷修1lRレ十のlR″ o2_⑭ 2>1lR緋

%=って発γ肇が(1-ν )+(1+ν )92]
―書修11烏β十のlR赫

こrr=o

げ″92σ292+÷●11&α十の1島α
_(92_902)α

ll島α}

%_″ 92σ2+σ2+;七 113β十の18β

(付 3)
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彎=1+告物1・7+の1島γ
_(92_g。 2)の ls37}

ちβ=物″+十七・島″十の1助
―(92-902)α ll島αβ}

τイ=τβr=0

⑭a=41-(1+ν )●02+争 L+2ν +3●句
―≦電早21+÷は1-2の 0。

2

+号評卜<1-の +3昴句‐生鳥テ望判
+4を|卜1+の。♂―争El■ん+3■句
+宅μ }十手 I≪卜が。2

十
iギ
聾L―・―鈎Л十七)]
■1=4(1-壬妻)い一十
一J告丁卜1-2の0。キ十]
の一#(1-=)(4+」手)
+J⊆1生二1ビ≦生三二≧

(1+」を|)
_8需

鳥α=弁卜1+ν》2c例 o
+二三茎二∠ラ辛生・≧生}
貯場・―印 'C‐

口。

R″=券
[3メ
ー⊃0+チ

|

&β=場・ Cゲ +⇒。

路 =

+(1+ν)0+2νみ2g

島″=一年しく‖のグa
陽=7-等¨家卜の
S2β=~÷+半 。+7229(1_3プ の

6γ―券+=
蹴F―醤。翌ω

(付 7)

(付 8)

(付 11)

(付 12)

Ｚ

佃
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
伽

(付 14)

(付 16)

(付 17)

SIlα=(1+ν
)g(1_ゲ
0)一■■

_λ29[ν _(1+ν
)σ
2o]

Slβ =―
(1+ν)(1_σ 2o)

十み29[2+ッー(1+ν )σ2o]

″=イ=手

″ =学

τ
`ν

′二
=τ rz′ ==τνz′ ==0

ののr=器場碧[―。-2E(00-十)
+3の2(300-十

)]―
』呉鍔亭21生

×
(00-十)+J雅謂器
×卜1-2νつ。二十一⑭

2(300-十
)]

.パ =J整尋場≒要望≧(00-十)
-1密鶴鉾1-んⅢ剖

一

石

ｏ

一一
　

〓

Ｒ

　

Ｒ

(付 13)

(76)

(イ寸18)
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仇=け一  }
×」2笙曇二icos2γ′

助=け一   |

け け+  |
×手dn2/

(2)P2:σノ=~σノ=1(σπ=1),他は0の場合.

介在物内部の変位・応力は,

暉=書・昇∞ジ,町 =―告・発∞ギ
磁
′=0              (付 22)

″―イ=告Cの 2a″ =0
■ノー各dn2aヴ =■」=o鮒 ")

ただし,

研 =紡

 
鮒

"

(3)P3:σz=1(σ =1),他は 0の場合.

銑=って(17葛ァ[(1+E´ 2-ν ]
―+セ"R"+の3R"~υ ⑭2ン 3R赫

硫=―甍箸≒ァ[ν十(1+ν )ゲ ]
―+修"R“+の3R"~02⑭り街3R枡

碑=0
(付

σα=σ2_″ 92グ +÷ 仏 3島α+の 3易α~υ

_9。 2)亀
3S3α }

σβ=″ 92ゲ _92+券仏38β +の 38β ~(92
_902)α

13S3β }

衛=÷●13■γ十の3島γ~(♂―●2)の 3S371
τ
“―
λ♭″十去h38αβ十の3島αβ~02
_g。 2)α

13S3αβ}

ταr==τβγ==0

(付 21

の=0292σ2_92〈1_券
)C∝
2/3°
2_⑭り
D2

8″ +2+■■-6●2●
×(λ
292σ2_92)

9σ
2     ~~C°S2γ

′

勁=Bゲー″グの(1-弓発う+分[子
_″92]ギら金[:+#亜升
一″
(29-爾:|―

-6gσ2o)_8λ 49]〕coS 2γ′

の=〔―
(1-ギ年)+π,3「[ν―十一νみ2ゲ]
_【ゲーのり
[十
_券+手

一″
1暑]〕
CoS 2/

・β=〔1-券―≦≦毛E子1と[嗜年一考争-60
″剖〕″OpCOS2/

ταァ=―[1-161+3型ち壬号
と
(一考年
十
毛争
+60)]

×晦ラsin 2/

・γ―[1-券+粉十垂揚直
×
(一考年一だ|+60)]り dn2/

(付 19)

(付 20)

(ff 26)

ただし,Dl,Rlα ,…・,SIα…は (1)の場合と同じ,

⑭D2=の2(=_1)~6+半+C8昴
2+24

-48ν )0。

角3=2(1-=)や。+十一蒜
×卜1-蒻0-剖 l

の3=~2(1-壬
妻 )[(1+ν

)。O―
平 ]

(77)
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(付 27)

介在物内部の変位 。応力は (1)の場合の解とまった

く同型で, 付 16お よび付 17式中のαll′ ,α 21′ をそれぞ

れ下記のの了,α 2」 とおきかえればよい

■需争+手←―
=)「

1%Ю 0

+千一てピ午]+≡≦1予隼?発事そ♀≦1

⑭イ=C(1+の
|~∠
≦七;|≦L(00+÷ )

+3で(1=)卜 1+4νЮO―#
+Ψ 。。]+Ψ
×
(00+十冽
⑭のJ==3許 1義FL(。。+十)
一器『1%地。一剖 |

(付

(4)P4:τ z″ =1(τ =1),他は0の場合 ,

磁=響夢生レ92+1+;
×
[               。

+              ]―
Ψ

×
[≦
望
:LL。
-2:}昇L]|

助=場詳〔2"29+券卜12の(0
-号|)一ゲ(30-―号チ)+[(4-2ν )0-―髭争生

+292(30-号|)]p2卜
」
tBF生(30-号|)

×(1-2夕 2)〕

しみ=-2,モ手191-可;「 [(5-4ν )0-二:F+92

×
(30-弓等)]――コtB芦生(30-弓等)}

+翌号メ生―(92_902)(30弓 :+:争 )|]
衛―些讐二[÷―丞争直]
%β =Cゲ+1-劾?み∝γ[―顧士T[一。ν

+392)o十 生#]十 携 絆
×
[-3(292+lヵ

+21卜

'L+″

92(6σ
2o

-2)2″ 92]coS γ

Ъγ=妙 dnll+舟Ⅸ2丼り0
-生ザニ<ゲ可べ

"―
蔦■lll

ηァ=“グd■1-1:万10ν+ゆ。
+午キ(92902)(30-弓 |)|]

(付 30)

ただし,

⑭a=―くК2-ν+励 十甲
+紡

                    (付

i31)

銑′=装劣計[310-+tて≒∋]

切=与嘉需望[-3●0+十
+轟
】
]

τrメ =GD4(1~毛

|)のσ
02'他

の応力成分は0

(付 29)

(ff 32)
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